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摘� � � 要: 基于传统的结构振动分析,利用 Goodman 曲线和应力�强度干涉理论, 将结构的平均应力及其

分散性的影响引入结构振动可靠性模型。结合其它相关参数的分散性, 分别建立了平均应力为定值和随机变

量时的结构振动可靠性模型,给出了可靠度计算的相应表达式及分析流程。计算实例与 Monte�Ca rlo 仿真比

较,表明该模型合理可行, 计算结果表明,平均应力及其分散性的增加使得可靠度降低。
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Abstract: Based on tradit ional st ructural vibration analysis, the ef fects of mean st ress

and its scatter have been int roduced into the vibrat ional reliability model o f st ructur es by use

of Goodman curve and the interference theo ry of st ress and st reng th. Combined w ith o ther

relat ive parameters� scat ter, the vibrat ional reliability model has been established separately

w hile considering mean st ress to be determinist ic and stochast ic, and the corresponding for�
mulat ions and procedur es for reliability computat ion have been presented. Compared w ith

Monte�Carlo simulat ion, the numerical r esults indicate that the model proposed in this paper

is reasonable and feasible, meanwhile they also indicate that reliability decreased as the mean

st ress and/ or it s scat ter increased.
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� � 结构的疲劳失效中有相当大一部分是由其强

迫振动导致的。以航空发动机中的叶片故障为

例,统计资料表明,振动故障率占发动机总故障率

的 60%以上,而叶片故障又占振动故障的 70%以

上
[ 1]
,这足以显示叶片振动的危害程度。因此,要

求设计者尽可能使叶片在正常工作中避开危险的
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强迫共振,并能回答叶片在给定的寿命期间(或循

环次数)多大程度上是安全的。显然传统的设计

方法在这一问题面前是无能为力的。传统的振动

设计以是否发生共振作为结构振动失效的准则,

但是有些结构工作过程中并没有发生共振而失

效,另一些结构在共振状态却能安全工作,这说明

仅以共振来作为振动可靠性的评定标准是不全面

的。文献[ 2�4]中, 从振动响应放大因子 �角度对

固有频率和激振力频率的分散性进行分析,其中,

文献[ 3]以振动响应放大因子 �小于某个临界值

�G 的概率为条件建立了频率干涉模型, 这不同于

一般意义上的避开共振的可靠性设计 [ 5, 6] , 因为

后者避开共振的概率的物理意义为固有频率大于

或小于激振力频率的概率,并不能作为结构振动

可靠度。文献[ 7]在文献[ 3]基础上考虑了构件疲

劳强度和激振力幅值的分散性, 利用振动应力-

疲劳强度干涉理论, 建立了结构振动可靠性模型,

使结构振动可靠性设计方法有了进一步发展, 其

工程应用在文献[ 8]中得以体现。但上述模型未

考虑平均应力及其分散性的影响, 对于实际结构,

如涡轮机械转子叶片, 其质量离心力和气体力引

起的平均应力对叶片振动可靠性是有影响的; 同

时,离心力和气体力的分散性或周期性使得平均

应力带有分散性,因此,在结构振动可靠性分析中

有必要对平均应力及其分散性的影响进行分析和

讨论。结合其它相关参数(固有频率、激振力频

率、激振力幅值和对称循环疲劳强度)的分散性,

本文首先将平均应力视为定值来建立振动可靠性

模型,并在此基础上考虑其分散性建立了相应的

结构振动可靠性模型。

1 � 平均应力为定值的结构振动可靠
性模型

� � 对于构件的某一阶固有模态或单自由度系
统,其稳态强迫振动响应的放大因子为:

�= 1/ (1 - �
2
)
2
+ (2 �)

2
(1)

式中:�= !e/ !为激振力频率与固有频率之比,  

为临界阻尼比。

假设构件的固有频率 !、激振力频率 !e 和激

振力幅值 F 0 为相互独立的随机变量, 其概率密

度函数分别为 g( !)、g e( !e)和 f F
0
( F0) ,这样振动

应力 s= k�F0 也具有分散性[ 7]。当构件的平均应

力 ∀m 和对称循环的疲劳强度 ∀- 1一定时,可由其

Goodman 曲线 ∀a / ∀- 1 + ∀m/ ∀b = 1 确定疲劳强度

幅值 ∀a= ∀- 1 ( 1- ∀m/ ∀b ) , 其中静拉伸强度 ∀b 为定

值。当大于上述 ∀a 时, 结构破坏; 反之, 结构安

全。于是,可将 ∀a 定义为振动应力的一个临界值

sG ,即 sG= ∀a。对于 F0 某一给定的无穷小取值区

间( F
*
0 , F

*
0 + dF0 ) , 由 sG 可以确定 �的一个临界

值�G= sG / kF*
0 ,应用频率干涉模型[ 7] , �小于 �G

的概率值即为构件强迫振动的可靠度。带有分散

性的 F0 在 F
*
0 和 F

*
0 + dF0 之间取值的概率是

f F
0
( F

*
0 ) dF0 ,由于 F0 与 !和 !e 相互独立, 因此

构件强迫振动的可靠度可表示为 ∀m、∀- 1、F0、!e

和 !的函数:

R(∀m, ∀- 1 , F0 , !e , !) = 
!

- !
f F

0
( F0) ∀

{ 1- 
!

- !
g e( !e) [ 

!
e2

!
e1

g( !)d!] d!e }dF0 (2)

式中: !e1、!e2是依赖于 ∀m 和 ∀- 1的 F0 和 !e 的函

数,即对于给定的 ∀m 和 ∀- 1 , 有一个 sG 与之对应;

对于 sG 给定不同的 F0 , 有不同的 �G 与之对应;对

于不同的 �G ,给定不同的 !e ,有不同的 !e1和 !e2与

之对应。

现假设构件对称循环的疲劳强度 ∀- 1带有分

散性,且其概率密度函数为 f (∀- 1 )。对于 ∀- 1某

一给定的无穷小取值区间( ∀- 1
*
, ∀- 1

*
+ d∀- 1 ) ,

振动应力的临界值可表示为 sG = ∀- 1
*
( 1- ∀m/

∀b ) ,则构件强迫振动的可靠度可以表示为 ∀m、

∀- 1
* 、F0、!e 和 !的函数:

R( ∀m , ∀- 1
*
, F 0 , !e, !) = 

!

- !
f F

0 ( F0) ∀

{ 1- 
!

- !
g e( !e) [ 

!
e2

!
e1

g( !)d!] d!e }dF0 (3)

式中: !e1、!e2是依赖于 ∀m 和 ∀- 1
*
的 F0 和 !e 的函

数,即对于给定的 ∀m 和 ∀- 1
* , 有一个 sG 与之对

应;对于 sG 给定不同的 F0 , 有不同的 �G 与之对

应;对于不同的 �G , 给定不同的 !e, 有不同的 !e1

和 !e2与之对应。

而带有分散性的随机变量 ∀- 1在 ∀- 1
* 和

∀- 1
*
+ d∀- 1之间取值的概率为 f ( ∀- 1

*
) d∀- 1 , 由

于 ∀- 1与 F 0、!e 和 !是相互独立的, 因此构件强

迫振动的可靠度可以表示为 ∀m、∀- 1、F0、!e 和 !

的函数:

R(∀m, ∀- 1 , F0 , !e , !) = 
!

- !
f ( ∀- 1 ) { 

!

- !
f F

0
( F0)

{ 1- 
!

- !
g e ( !e) [ 

!e2

!
e1

g( !) d!] d!e}dF0}d∀- 1

(4)

式中: !e1、!e2是依赖于 ∀m 的 ∀- 1、F0 和 !e 的函

数,即对于给定的 ∀m, 给定不同的 ∀- 1 , 有不同的
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sG 与之对应;对于不同的 sG ,给定不同的 F0 , 有不

同的 �G 与之对应; 对于不同的 �G , 给定不同的

!e,有不同的 !e1和 !e2与之对应。

2 � 平均应力带有分散性的结构振动
可靠性模型

� � 在上述平均应力为定值的结构振动可靠性模

型基础上,现将构件的平均应力 ∀m 视为带有分散

性的随机变量,其概率密度函数为 f (∀m) ,并假设

∀m 与 ∀- 1、F0、!e 和 !是相互独立的。对于 !m 某

一给定的无穷小取值区间( ∀*m , ∀*m + d∀m ) , 构件强

迫振动的可靠度可以表示为 ∀
*
m、∀- 1、F0、!e 和 !

的函数:

R( ∀*m , ∀- 1 , F0 , !e , !) = 
!

- !
f (∀- 1) { 

!

- !
f F

0
( F0) ∀

{ 1- 
!

- !
g e ( !e) [ 

!
e2

!
e1

g( !) d!] d!e}dF0}d∀- 1

(5)

式中: !e1、!e2是依赖于 ∀- 1的 ∀
*
m、F0 和 !e 的函数,

即对于给定的 ∀
*
m , 给定不同的 ∀- 1 , 有不同的 sG

与之对应; 对于不同的 sG ,给定不同的 F0 , 有不同

的 �G 与之对应; 对于不同的 �G , 给定不同的 !e,

有不同的 !e1和 !e2与之对应。

而带有分散性的随机变量 ∀m 在 ∀
*
m 和 ∀

*
m +

d∀m 之间取值的概率为 f ( ∀*m ) d∀m , 由于 ∀m 与

∀- 1、F 0、!e 和 !是相互独立的, 因此构件强迫振

动的可靠度可以表示为 ∀m、∀- 1、F0、!e 和 !的函

数:

R(∀m, ∀- 1 , F0 , !e, !) = 
!

- !
f (∀m ){ 

!

- !
f (∀- 1) ∀

{ 
!

- !
f F

0
( F0) {1 - 

!

- !
g e( !e) ∀

[ 
!
e2

!
e1

g( !)d!] d!e }dF0}d∀- 1}d∀m (6)

式中: !e1、!e2是 ∀m、∀- 1、F0 和 !e 的函数, 即给定

不同的 ∀m 和 ∀- 1 , 有不同的 sG 与之对应;对于不

同的 sG , 给定不同的 F0 , 有不同的 �G 与之对应;

对于不同的�G ,给定不同的 !e,有不同的 !e1和 !e2

与之对应。

需要说明的是,上述模型中认为构件的平均

应力 ∀m 小于其静拉伸强度 ∀b ( ∀m 与 ∀b 不干涉,即

∀m 小于 ∀b 的概率是 1) ; 另外, 上述表达式中用

正、负无穷作为积分限是为了表示计算是在相应

的随机变量的整个分布域内进行的, 实际计算中

的积分上、下限可用有实际意义的值替代正、负无

穷。

至此,结构振动可靠性模型中,随机变量涉及

到 5个,分别为:固有频率 !, 激振力频率 !e, 激振

力幅值 F0、平均应力 ∀m 和对称循环的疲劳强度

∀- 1。文中假设这 5 个随机变量之间是相互独立

的,通常实际结构可认为满足这一假设。

具体到某一实际结构的振动可靠性分析, 现

给出具体分析流程: 首先, 通过试验或有限元分

析,确定结构的固有频率 !和平均应力 ∀m, 并根

据其统计特性确定相应的概率密度函数;其次,通

过试验或有关经验, 确定所考察模态的临界阻尼

比 ; 然后,通过试验,由激振力的统计特性,分别

确定激振力频率 !e 和幅值 F 0 的概率密度函数,

同时,确定结构振动应力表达式 s= k�F0 中的系

数 k;之后,由材料的疲劳试验或直接查阅材料数

据手册确定材料的对称循环疲劳强度 ∀- 1的概率

密度函数,由材料的静强度试验或直接查阅材料

数据手册确定材料的静拉伸强度 ∀b ; 最后, 可由

本文模型计算出结构振动可靠度 R。

3 � 算例

针对上述结构振动可靠性模型,编制了计算

程序。现以某一结构为例
[ 7]
, 设其给定阶模态的

临界阻尼比 = 0. 01, 振动应力表达式 s= k�F0 中

的系数 k= 5. 0M Pa/ N,激振力幅值 F0 服从威布

尔分布 W ( 2. 0, 0. 2, 3) N, 对称循环的疲劳强度

∀- 1服从威布尔分布 W ( 200, 20, 3) M Pa,静拉伸

强度 ∀b= 600MPa, 考虑平均应力 ∀m 及其分散性

的影响,计算得到了相应的可靠度值,并给出了相

同条件下 Monte�Carlo 仿真结果及两者间的相对
误差,见表 1~ 表 3(其中, N、W 分别表示正态分布

和威布尔分布, R1 为根据本文模型编制的程序计

算结果, R2 为 100 000次 Monte�Carlo 仿真结果,

#R= ( R1 - R2 ) / R2 为两者间的相对误差)。

由表 1~ 表 3可以看出, 根据本文模型编制

的计算程序所得计算结果与 Monte�Carlo 仿真结
果吻合较好, 相对误差 (绝对值) 的最大值为

0� 471 254% ,这表明了本文提出的结构振动可靠

性模型的合理性。下面对程序计算结果作进一步

分析。

由表 1、表 2可以得出这样的结论: 平均应力

对结构振动的可靠度是有影响的, 以激振力频率

和固有频率均服从正态分布 N ( 520, 10) H z为

例,平均应力分别为 0, 50和 100 MPa时,相对应

的振动可靠度分别为 0. 399 208, 0. 350 596 和

0� 298 195, 表现为随平均应力的增加, 可靠度降
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低。对于其它的频率分布形式, 可靠度随平均应

力的变化规律亦是如此。

由表 2、表 3可以得出这样的结论: 平均应力

的分散性对结构振动的可靠度是有影响的,以激

振力频率和固有频率均服从正态分布 N ( 520,

10) Hz为例,当平均应力服从均值为 100MPa的

正态分布,标准差分别为 0、10和 15MPa时,相对

应的振动可靠度分别为 0. 298 195、0. 298 125和

表 1 � 不计平均应力时的结构振动可靠度

Table 1� Vibrational reliability of structures without mean stress

频率分布/ H z 可靠度 相对误差

激振频率 固有频率 R1 R 2 #R/ %

N (520, 10) N ( 520, 10) 0. 399 208 0. 400160 - 0. 237 905

N (520, 10) N ( 530, 10) 0. 495 618 0. 496020 - 0. 081 045

N (520, 10) N ( 540, 10) 0. 714 034 0. 715740 - 0. 238 355

N (520, 10) N ( 550, 10) 0. 891 598 0. 891310 0. 032 312

N (520, 10) N ( 560, 10) 0. 972 859 0. 973110 - 0. 025 794

N (520, 10) N ( 570, 10) 0. 995 457 0. 995490 - 0. 003 315

N (500, 10) W ( 540, 30, 3) 0. 999 782 0. 999970 - 0. 018 801

N (520, 10) W ( 540, 30, 3) 0. 993 665 0. 993800 - 0. 013 584

N (540, 10) W ( 540, 30, 3) 0. 837 147 0. 835800 0. 161 163

W (540, 30, 3) N ( 520, 10) 0. 994 545 0. 994580 - 0. 003 519

W (540, 30, 3) W ( 540, 30, 3) 0. 351 780 0. 350130 0. 471 254

W (520, 30, 3) W ( 540, 30, 3) 0. 696 234 0. 696640 - 0. 058 280

表 2 � 计入平均应力时的结构振动可靠度

Table 2� Vibrational reliability of structures with mean stress

频率分布/ H z 平均应力 50MPa 平均应力 100MPa

激振频率 固有频率 R1 R2 #R/ % R 1 R2 #R/ %

N (520, 10) N (520, 10) 0. 350 596 0. 350 050 0. 155 978 0. 298195 0. 298 850 - 0. 219 173

N (520, 10) N (530, 10) 0. 448 267 0. 449 270 - 0. 223 251 0. 394995 0. 394 200 0. 201 674

N (520, 10) N (540, 10) 0. 677 072 0. 676 730 0. 050 537 0. 631836 0. 630 620 0. 192826

N (520, 10) N (550, 10) 0. 871 697 0. 872 690 - 0. 113 786 0. 845163 0. 846 000 - 0. 098 936

N (520, 10) N (560, 10) 0. 966 020 0. 966 630 - 0. 063 106 0. 956124 0. 955 730 0. 041 225

N (520, 10) N (570, 10) 0. 993 996 0. 994 020 - 0. 002 414 0. 991705 0. 991 510 0. 019 667

N (500, 10) W (540, 30, 3) 0. 999 771 0. 999 980 - 0. 020 900 0. 999749 0. 999 980 - 0. 023 100

N (520, 10) W (540, 30, 3) 0. 991 451 0. 991 400 0. 005 144 0. 987957 0. 988 250 - 0. 029 648

N (540, 10) W (540, 30, 3) 0. 809 498 0. 810 820 - 0. 163 045 0. 773592 0. 773 410 0. 023 532

W ( 540, 30, 3) N (520, 10) 0. 992 805 0. 993 000 - 0. 019 637 0. 990143 0. 990 580 - 0. 044 116

W ( 540, 30, 3) W (540, 30, 3) 0. 301 858 0. 301 060 0. 265 063 0. 249001 0. 249 600 - 0. 239 984

W ( 520, 30, 3) W (540, 30, 3) 0. 656 890 0. 658 250 - 0. 206 608 0. 608845 0. 608 790 0. 009 034
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表 3 � ∀m 服从正态分布时的结构振动可靠度

Table 3� Vibrational reliability of structures while mean stress obeys normal distribution

频率分布/ H z 平均应力 N ( 100, 10) MPa 平均应力 N ( 100, 15) MPa

激振频率 固有频率 R1 R2 #R/ % R 1 R2 #R/ %

N (520, 10) N (520, 10) 0. 298 125 0. 297 300 0. 277 497 0. 298038 0. 299 210 - 0. 391 698

N (520, 10) N (530, 10) 0. 394 861 0. 395 130 - 0. 068 079 0. 394695 0. 396 460 - 0. 445 190

N (520, 10) N (540, 10) 0. 631 615 0. 630 650 0. 153 017 0. 631339 0. 630 200 0. 180 736

N (520, 10) N (550, 10) 0. 844 966 0. 844 220 0. 088 366 0. 844719 0. 845 070 - 0. 041 535

N (520, 10) N (560, 10) 0. 956 024 0. 956 210 - 0. 019 452 0. 955899 0. 954 820 0. 113 006

N (520, 10) N (570, 10) 0. 991 675 0. 991 870 - 0. 019 660 0. 991637 0. 992 040 - 0. 040 623

N (500, 10) W (540, 30, 3) 0. 999 748 0. 999 920 - 0. 017 201 0. 999748 0. 999 960 - 0. 021 201

N (520, 10) W (540, 30, 3) 0. 987 911 0. 988 200 - 0. 029 245 0. 987854 0. 988 120 - 0. 026 920

N (540, 10) W (540, 30, 3) 0. 773 357 0. 774 020 - 0. 085 657 0. 773062 0. 773 530 - 0. 060 502

W ( 540, 30, 3) N (520, 10) 0. 990 111 0. 989 590 0. 052 648 0. 990071 0. 990 500 - 0. 043 311

W ( 540, 30, 3) W (540, 30, 3) 0. 248 957 0. 248 890 0. 026 920 0. 248903 0. 248 600 0. 121 883

W ( 520, 30, 3) W (540, 30, 3) 0. 608 615 0. 607 510 0. 181 890 0. 608327 0. 607 270 0. 174 058

0� 298 038,表现为随平均应力分散性的增加, 可

靠度降低。对于其它的频率分布形式, 可靠度随

平均应力的变化规律亦是如此。

4 � 结 � 论

本文发展了结构振动可靠性模型,其中考虑

了平均应力及其分散性的影响, 并给出了相应的

计算表达式,编制了相应的计算程序,利用所编制

的程序进行了算例分析,同时给出了相同条件下

Monte�Carlo 仿真结果。比较程序计算结果与
Monte�Carlo 仿真结果间的相对误差发现两者吻
合较好 (相对误差的绝对值的最大值为 0� 471
254% ) ,这表明了本文所建立的模型的合理性和

数值计算的可行性。同时计算实例表明,平均应

力及其分散性对结构振动可靠性是有影响的, 随

着平均应力的增加, 可靠度降低;随着其分散性的

增加,可靠度亦降低。
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